
Zur Ermittlung und reehnerisehen {)berpriifung thermodyna- 
mischer Daten aus experimentell gefundenen Werten, 8. Mitt,: 1 
Z u r  P r o g r a m m i e r u n g  de s  RedI ich--Kis terschen R e c h e n a n s a t z e s  

f t i r  b i n ~ r e  S y s t e m e  

Von 

F. G~lles und A. H~pfner 

Aus dem Ins t i tu t  fiir Physikalische Chemie der Universit~t Heidelberg 

Mit 3 Abbildungen 

(Eingegangen am 24. ~ r z  1966) 

Bei der Auswertung experimenteller thermodynamischer 
Daten ist der Redlich.Kistersehe Ansatz dem ~lteren ~quivalenten 
Ansatz yon Margules wesentlieh fiberlegen. Ffir die Beziehungen 
zwisehen den Koeffizienten der beiden Ans~tze werden allgemeine 
Formeln angegeben. 

Die thermodynamischen Gr6Ben Yl, /1, ]2, P (bet.) sowie die 
Funkt ion GE/xl x2, dann GE, HE, TSE werden mit  Hilfe einer 
Siemens-2002-Rechenanlage errechnet. Das Programm l~Bt sieh 
innerhalb der Speicherkapazit~t der Maschine bis auf 12 Para- 
meter A ausweiten *. 

Fiir eine Isotherme des Systems n-Butan/Methylamin werden 
die Fehlerkurven (RP in Abh~ngigkeit yon x) dargestellt. Aus den 
Abbildungen folgt, dab die Dampfdruekisothermen dieses Systems 
mit ffinf Parametern (n = 6) am besten dargestellt werden 
k6nnen. 

Zur Berechnung der thermodynamischen Zusatzhmktionen 
wird ein Differenzenverfahren entwickelt und mit  einem Beispiel 
belegt. 

The Redlich--Kister statement is more convenient for evalu- 
ating of experimental thermodynamic data then the former state- 

* Interessenten steht das Programm auf Anfrage zur Verffigung. 
1 1.--6. Mitt.: F. G611es, Mh. Chem. 92, 981 (1961); 93, 191,201 (1962); 

94, 1108 (1963); 95, 1656 (1964); 96, 1366 (1965); 7. Mitt.: F. G6lles und 
A. H6p]ner, Mh. Chem. 97, 368 (1966). 
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ment of Margules. The correlations between the bwo statements 
are given by means of generalized formulas. 

For calculation of the essential thermodynamic quantities 
Yl, y2, ]1, ]2, P(calc.), GE/xl x2, then GE, HE and TSE a Siemen.s- 
2002-computer is used. Within the capacity of the computer the 
programm can be extended up to 12 parameters * 

In the system n-butane/methylamine differences between 
experimental and calculated values of P (-~ RP)  are plotted ~s 
function of the mole fraction x for one temperature (15 ~ C). Five 
parameters (n = 6) describe the isothermal lines of this system 
in the optimal manner. This is demonstrated by means of Fig. 1 
and 2. 

The thermodynamic excess functions are calculated with a 
difference-table-method. This method is demonstrated with 
one example. 

Stellt man Aktivit~itskoeffizienten biniirer Mischungen nach dem An- 
satz yon Margules ~ gems 

l n l l :  ~ a~x~ ( la)  
~=2 

In A ~ -  ~ b~x~ ( lb)  

dar, z. B. durch iterative Approximation thermodynamischer Me~werte 
nach der Fehlerquadratmethode, so kSnnen die Koeffizienten a~ und b~ 
ftir grSl~eres ~ sehr grol~e Werte annehmen. Dies wird als unangenehm 
empfunden, da diese Werte in keinem Verh/~ltnis zu ihrem tats/~chlichen 
Einflu~ auf ]n f l  und In f2 stehen. Zudem h~/ngen die Werte aller av und 
b~ sehr stark yore Grad der in (1) auftretenden Polynome ab. Wenn 
(as, a3, ad, aa) die bestmSglichSte Darstellung yon In f l  mit n ~ 5 ist, so 
ist (a2, a3, a4) keine N~herung der Darstellung f i i rn  --~ 4. 

Diese Schwierigkeiten werden durch eine Umordnung vermieden, die 
auf Redlich und Kister a zuriickgeht. Wird die freie molare Exze]~-Enthalpie, 
die mit den Aktivits gemini] 

GE 
R T -- xl In/1 ~ x2 In f2 (2) 

zusammenh~ingt, in ein Polynom 

R T = xl x2 A~ (x 1 -  x2) ~-~ (3) 

2 11~. Margules, Sitzber. Akad. ~u (Wien) 104, 1243 (1895). 
O. Redlieh und A. T. Kister, Ind. Engng. Chem. 40, 345 (1948). 
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entwiekelt, so kann (2) mi~ Hilfe der Gibbs--Duhem--Margule~'schen 
Gleiehung 

In [i ~ ln[~ 
- x ~  - - - -  (4) xi Ox i D x 2 

zerlegt werden zu 

2 = x2 ~ A ~ ( 2 x i - - i ) * - 3 [ 2 ( v - - l ) x ~ - - l ]  (5a) 

In/2 = ~ d- xl d x 2 \R T] = 

2 ~ A~(1 2x2)'~-a[i--2(v--1)x2] X 1 (5 b) 

Dabei sind die A, Faktoren yon Polynomen v ten Grades (1--z)  2. 
. P ,  (z), wie aus der Schreibweise 

?t 

1,/~ - ~ A ~ .  P ,  (x~), (S e) 

n 

ln /~- -  (--1)").~ A~x2.p,(x2) mit (5d) 
V = 2  

p ,  (z) = (2 z - -  ~ ) , - .  [2 (~ - -  1) z - -  t ]  (5 e) 

ersichtlich istl 
Eine Beziehung zwischen den Koeffizienten a, aus Gleichung (1 a) und 

den A~ aus (3) und (5) folgt aus dem Xoeffizientenvergleich yon (1 a) slit 
(5). Sei a der 8paltenvektor der a~, 9 /der  Spaltenvekt.or der A~, so ergeben 
sich die Elemente der dureh 

a = ~ .  ~ (6) 

definierten Matrix q[R gem/tit 

9~ ~ {nkz} = {(--1) k- kk-2[(~ ~_~)(2 l - - 3 ) +  (~ ~ ) ( 1 - - 1 ) ] } ,  (7) 

deren erste Elemente 
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Ein handliches allgemeines Bildungsgesetz ergibt sich aus der Zerlegung 
in vier Faktoren. Es gilt 
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Der letzte Faktor  ist eine obere Dreiecksmatrix 

Cn, n ~  1, 

C2, n + 1 ~ -  C2, n -~ -2 ,  

Cm, n ~-- gin-l, n-1 -~ Cm, n-1 �9 

Daraus folgt 

- 1 - - 3  + 7 - - 1 5  3 1 ~ [ 1  1 [ [  

i - 4  i ,  - 2 6  ,, 
II 

1 - - 5  16 

0 1 - - 6  

- -  2 o  

0 

1 

3 
1 
4 

1 

5 

21 0 

23 

0 2 a 

- - - - 1 3 5 7  9-  

1 4 9 1 6  

1 5 1 4  

0 1 6 

1 

(lO) 

1 

- -1  

0 

2 a 

0 

1 

- -1 

1 

Der erste Faktor  yon ist bes t immt als obere Dreiecksmatrix mit  

On, n ~ 1, 

[r n+1[  ~ [C2, n[ ~ - 2  n - 1  (12) 

Cm, n =  ( - - 1 )  m + n '  ICm, nl  

(9) 

(11) 
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Die ersten Elemente  yon  cJ~-i Iauten dann  

1 3 7 15 31 21 
4 12 32 80 64 

- - 1  - - 1  - - 1 1  - - 1 3  - - 1 9  
0 

4 3 32 40 64 

0 0 
1 5 1 7 

12 32 5 32 

- - 1  - - 3  - -11  
0 0 0 

32 40 96 

0 0 0 0 
1 7 

80 192 

- - 1  
0 0 0 0 0 

192 

Im einzelnen 

Aus GI. 

(13) 

erhalten wit fiir den Ansatz yon Redlich und Kister (5) 

in ]1 : A 2  x~ 

- -  A 3 (1 - -  4 X l )  

~ - A a ( 1 - - S x  1 ~- 12x~) 

- -  A 5 (1 - -  12 x 1 -~- 36 x~ - -  32  x~) 

~- A n (1 - -  16 x I ~- 72 x~ - -  128 x 3 + 80 x~) 

I n / 5  = A s  x2 (14)  

+ A~ (1 - - 4  x2) 

+ A 4 ( 1 - 8 x  2 + 12 x 2) 

2 __ 32 x~) A 5 ( 1 - -  12x~ ~ 36x  2 

-f- A n (1 - -  16 x 2 -f- 72 x~ - -  128 x~ + 80 x24 ) 

(3) folgt fiir die ExzeB-EnthMpie 

H E _ _ - - - - R T  2"x i x  u ~,  ~ ( x  1 - x e )  -u  

und fiir die E x z e B - - E n t r o p i e  

S E  = - -  R .  x~ x2 ~=2~2 A,  + T .  ~ - ~ ]  (,~ - -  x2) ~ - 2 

(15) 

(16) 
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Damit ist das Problem der Auswertung experimenteller thermodyna- 
mischer Daten yon Zweistoffsystemen auf die bestmSgliche Bestimmung 
der Koeffizienten Av zuriickgefiihrt. Diese Koeffizienten treten in den 
G1. (14) ffir die Aktivitiitskoeffizienten und in den G1. (3), (15) und (16) 
fiir die ExzeB-Funktionen auf. 

Speziell fiir die Auswertung yon Dampfdruckmessungen liefern die 
Gleichungen yon Scatchard und Raymond 4 eine Beziehung zwisehen den 
Aktivit~tskoeffizienten und den experimentell bestimmten Dampfdrucken 

{(V1 - -  Bll) (P - -  P1) 
P = xl/1 PI" exp [ R T  

( V2 - -  B~2 ) (P - -  P2) 
+ x2/2 p~" exp ~ R-~ 

P" R T dl~ " Y~ ) 

P" _~Td12 " Y~) 

(17) 

Hier bedeuten: V1 und V2 die Molvolumina, P1 und P2 die Dampfdrucke 
der reinen Fliissigkeiten, Bll und B22 die zweiten ViriMkoeffizienten der 
reinen Gase, yl und y2 die Molenbriiche der Gasphase. dis ist eine Abkiirzung 
ffir den Ausdruck 2 B12--Bll~B22, worin B12 den zweiten Mischvirialkoeffi- 
zienten darstellt. 

Selbst wenn die ideale Voraussetzung zutrifft, dab die zur Beriick- 
sichtigung der Realgaskorrekturen erforderliehen Molvolumina und 
Virialkoeffizienten bekannt sind, erhebt sieh die Frage, wieviel MeB- 
punkte fiir eine Dampfdruckisotherme nStig sind, damit eine sichere 
analytische Darstellung der Aktivitiitskoeffizienten durch die Konstanten 
A~ mSglich wird. l~ach unseren Erfahrungen sollten zur Kennzeiehnung 
yon Dampfdruckisothermen mindestens 20 MeBpunkte vorliegen, damit 
bei der Auswertung den einzelnen MeBpunkten kein allzu groBes statisti- 
sehes Gewicht beigelegt wird. 

Die Auswertung naeh der Methode der kleinsten Quadrate (vgl. 
Barker ~) geht yon beliebigen Anfangswerten fiir die A~ aus (z. B. A2 ~- 1, 
A3 = A4----A5 . . . . . .  0). 1Y[it Hilfe der Gleichungen (14) und (17) 
werden Totaldampfdrucke Pber. bereehnet und nach Gauss verbesserte 
Werte fiir die A~ erhalten. Ein Hindernis fiir die Anwendung dieses ge- 
chenverfahrens war es bisher, dab der Rechenaufwand fiir groBes n sehr 
sehnell anwKchst. Dies ist aueh der Grund, dab in den meisten Publikationen 
nur Entwieklungen bis zu drei Parametern (n = 4) anzutreffen sind. Wir 
haben deshalb fiir den uns zur Verfiigung stehenden Rechenautomaten 
SIEMENS-2002 ein Rechenprogramm aufgestellt, das naeh Eingabe der 
experimentellen Dampfdruckisothermen und der l%ealgaskorrekturen die 
Konstanten A~ approximiert, l~ber die Reehnungen werden Protokolle 

4 G. Scatchard und C. L. Raymond, J. Amer. Chem. Soe. 60, 1278 (1938). 
5 j .  A. Barlcer, Austral. J. Chem. 6, 207 (1953). 
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in Tabellenform ausgegeben, die x~, 
Y~,f~,fe, Pexp, Pber und/~P ---- P e ~ - -  
Poer enthMten. Auf Wunsch k6nnen 
die ausgeglichenen Dampfdruckkur- .ff 
ven ferner mit rtmden Molenbrueh- _~ 
werten ausgegeben werden. Die be- .~ 
rechneten A~ kSnnen sofort ausge- :~ 
geben werden, sie werden aber aueh 
gespeichert und stehen nach der 
Berechnung anderer Dampfdruckiso- 
thermen noch zur Verfiigung, z .B .  = 
zur Ausgabe yon Tabellen oder fiir 
die Berechnung abgeleiteter Gr6/~en, 
wie H ~ und S ~. Die Zahl clef Iso- '~ 
thermen, die auf einmal eingegeben G se 
werden k6nnen, ist nut  dureh die ;~ 
Speicherkapazit/it der Maschine be- 2 
sehr/inkt. ~ 

Die Steuerung des Progr~mmes .~ 
kann sowohl dutch Eingabe der ~ ;~ 
Kennworte mit den Eingabedaten < ~  
als auch dutch Einstellen der Kenn- ~ v 
worte am Schalterfeld des Konso]s ~ 
effolgen. Eine Unterbrechung des ~ c  
laufenden Programmes ist ohne ge- ~ 
waltsame Eingriffe in den Pro- 2 > 
grammablauf m6glich. Eingebaute ff 
Hilfsprogramme geben die MSg]ich- ~ v 
keit, einzelne Meflpunkte, deren ~ 
Fehlerhaftigkeit sich erst im Ver- ;~ ~ 
lauf der Reehnung herausstellt, er- :,~ 
satzlos zu streichen. "~ 

Die Frage, wieviel Koelfizienten ~. 
A~ berechnet werden sollten, ist nur 
sehwer allgemein zu beantworten. 
In der Tab. 1 sin4 fiir n ~ 2 bis 
10 die beim System Methylamin/ ;~ 
n-Butan bei 15~ erhaltenen Para- 
meter zusammengestellt. Aus dieser 
Tabelle ist zu erkennen, dal3 bis 
n = 9 die Werte A, sich bei fort- 
schreitender Erh6hung yon n nur 
wenig //ndern. F i i r n  = 10 treten 
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vor  ~llem bei A~, As und A~0 grol~e Sprtinge suf, die ~ls Anpassung 
des Polynoms (14) ~n die Me~fehler (bei 22 MeBpunkten) gedeutet  
werden kSnnen. 
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Die Abb. 1 und 2 geben die bei diesen Approximat ionen fiir n = 2 bis 
n = 7 verbleibenden Dampfdruckres te  R P  ~ Pexp--Pber,  aufgetragen 
gegen den Molenbruch x 1, wieder. D~bei wurde flit n = 2 bis n = 6 
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Dampfdruokisotherme mit 5 Parametern (n = 6) am besten dargeste]lt 
werden kann. 
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Abb. 3, Thermodynamisehe Exoess-Funktionen des Systems Methylamin/n-Butan bei 15~ 

Fiir die Berechnung der abgeleiteten GrSl~en H E und S E werden die 
0A, 

Differentialquotienten ~ T -  benStigt. 

Liegt eine l~eihe yon mindestens drei Isothermen vor, so werden sie 
mit Hilfe yon Differenzen-Quotienten, wie lolgt, approximiert. 
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Es set eine Reihe yon mindestens drei Isothermen mit den Tempera- 
turen T1, T2, T3 . . . . . . .  Tin-l, Tin, Tm+l . . . . . . .  Tn-2, Tn-1, Tn und 
den zugehSrigen Vektoren aus den Koeffizienten A, 

~1, 9.12, 9A3 . . . .  9Am-l, 91m, ~m+l  . . . .  9A1~-2, 9[~-1, ~n 

gegeben. Dann wird ftir die Temperatur der ersten Isotherme 

od' I- T1--T2 + T[LLT-3~TI__T ~ -- T2__T3] (18) 

gesetz% Iiir alle anderen, aul3er der letzten 

~lm-I -- ~Z[m Tm -- Tm-I {~]m-I -- 9Ira r -- 9.Jm+l 1 
Ql'm-- Tin-l--Tin + Tm-~--Tm+I < T~-I--Tm- Tm-- Tm+~] (19) 

und fib die letzte Temperatur schliel]lieh 

9in-1 - -  9~[n T n - - T n - 1  { ~ n - 2  - ~'jn-I ~[n--1 --~--~nt (~0) 
91'2-- Tn-1--fn @ Tn-2--fn \-s fn-l--fn] 

GE 
Ausgegeben werden G z, H E, S E, TS  E und ~ fiir eine Reihe yon 

X 1 X 2 
vorgegebenen runden Molenbrtichen. 

Abb. 3 bringt fib das System Methylamin/n-Butan die mit Hilfe yon 
(i8) bis (20) errechneten Exzel~funktionen. 

59* 


